Révisions & Oraux ; Série N°7

Exercice 1 Soit ¢ I'application qui & P € R3[X] associe le reste de la division euclidienne de X2P par X4 — 1.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3[X].
2. Celle-ci est-elle inversible ? Si oui, préciser son inverse.

Exercice 2 [MINEs PSI] 1. Calculer fol 2P (1 — z)?da.

2. On dispose de p urnes contenant chacune p boules. Pour i € [[1, p], I'urne i contient ¢ BN et p — ¢ BB. On choisit une des urnes
aléatoirement et on en tire 2n boule avec remise. On note A,, , 'événement «on a tiré autant de BN que de BB». Déterminer

P(A, ), puis lim,, 4 o P(A4, p) et limy, o P(4, )
Exercice 3 Montrer que M est inversible ou nulle si et seulement si VA € M,,(R), rang(AM) = rang(M A).
Exercice 4 [MinEs MP 2024] Soit (u,,) la suite définie par ug > —1 et Vn € N*, w11 = u, + u.

1. Etudier la convergence de (u,).

In(u,)

2. On suppose ug > 0 et on pose v, = —5;* pourn € N.
a) Montrer la convergence de la suite (v,,) vers un réel o puis que 0 < o — v,, < ﬁ
b) Donner un équivalent de u,,.
3. % Donner un équivalent de u,, dans le cas ug € ]—1,0[.
Exercice 5 [CENTRALE MP 2024] Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 7.
1. Montrer que, pour tout hyperplan H de E, il existe a € E tel que H = Vect(a)™ .
2. Soit (xo, ..., Ty) une famille de vecteurs unitaires de E tels que (x;, ;) = « pour tous ¢ # j, ou « est fixé.

a) Si_c;w; = 0 est une relation de liaison non triviale, montrer que pour tout j € [1,n], ¢; +a}_; ;¢ = 0.
b) Déterminer «.
3. Montrer I'existence d’une telle famille.
Exercice 6 [MINEs MP 2024] Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € L£(E) nilpotent de rang n — 1. Montrer que u admet
exactement n + 1 sous-espaces stables.
Exercice 7 [ENS MP 2024] Etudier, en fonction de zy € C, la convergence de la suite définie par Vn € N, 2,1 = z,e~*Im(n),
Exercice 8 [X MP 2024] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}.
On pose S, = > p_; Xk, et onnote N: w + Card{n € N*, S,,(w) =0} € NU {+o0}.
1. Montrer que E(N) = +o0. 2. Exprimer P(N > 2) enfonctionde P(N > 1). 3. Montrer que P(N = +o0) = 1.
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